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ダイナミカルシステム論による鉄道時差出勤パターンの分析∗
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1. はじめに

都市交通問題の解決手段として時差出勤が着目されて
いるが，現状ではこの制度が十分浸透しているとは言え
ない．これは企業側にとって，時差出勤の導入は関連企業
との労働時間帯にずれを生じさせ，業務活動の効率を低
下させると考えられていることによる．そこで前稿 1)で
は，時差出勤施策による鉄道混雑の緩和効果と業務活動
の効率の低下の影響のトレードオフを考慮した上で，企
業が時差出勤への参加を決定するとした場合の時差出勤
施策の実現可能性を分析した．
その結果，2分割始業時刻下では企業の行動パターン
を次の 3種類に分類することができた．1）安定均衡解が
1つだけ存在し時差出勤が自動的に進む，2) 2つの一斉
始業のみが安定均衡解になる，3）安定均衡解が一斉始業
の 2つを含め 3つ存在し，ある割合の企業の始業時刻を
強制的に早めさせることでいずれは自動的に時差出勤が
進む．
しかしながら，前稿の中で扱ったこれらのパターンの

場合分けは，特定の人口・始業時刻の時差などのもとで
数値計算されたものであり，これらのパラメータの値が
変化した場合に，パターンがどのように変化するかは分
からない．したがって，本稿ではダイナミカルシステム
(力学系)の理論 2)3)を参考に，各種のパラメータの値を
変化させた場合に均衡解の個数，安定性がどのように変
化するかを分析する．併せて，パラメータの時間的変化
による実現解の推移を検討し，時差出勤の実現可能性を
より詳細に議論する．

2. 時差出勤に関する既存の研究

わが国では 1990年代に入り，時差出勤をはじめとする
TDM施策が注目されている．近年，いくつかの都市で
社会実験が行われ 4)，時差出勤は渋滞緩和に大きな効果
があるが，企業が始業時刻の変更に同意しないという問
題が報告されている．
都市の業務活動には互いに業務時間の一致性を高めよ
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うとする「時間的集積の経済性」が存在する．Henderson
は，フレックスタイム制度下での従業者の通勤時刻選択
行動を分析し，時間的集積の経済性の高い職種の従業者
はピーク時に通勤し，そうでない従業者はその前後に分
散することを示した 5)6)．文らは，固定始業時刻制度の
企業とフレックスタイム制度の企業の利潤を比較し，企
業の制度導入インセンティブの分析を行っている．その
結果，ロックイン効果のためにフレックスタイム制度の
導入が妨げられることを示した 7)．
これらの研究は自動車交通を対象にしており，大都市
圏の主たる通勤手段である鉄道システムを考えた場合，
輸送力が鉄道企業の行動によって供給されるため，これ
らの研究をそのまま適用できない．小林らは通勤鉄道の
交通需要管理政策の効果を分析するための均衡論的モデ
ルを開発した 8)．さらに，このモデルを複数始業時刻の
状況に拡張し，時差出勤による通勤者の厚生の変化を分
析している 9)．前稿ではこのモデルをサブモデルとして
用い，時間的集積の効果を考慮した生産関数と組み合わ
せた分析モデルを構築し，企業が時差出勤への参加を決
定するとした場合の時差出勤施策の実現可能性を分析し
た 1)．本稿ではこのモデルを用いて，各種のパラメータ
の値を変化させた場合に均衡解の個数，安定性がどのよ
うに変化するかを分析する．

3. 分析モデルの定式化とパラメータの考察

(1) モデル化の前提

N (人)の通勤者が居住するベッドタウンと勤務地であ
る都心からなる 1つの仮想都市を考える．通勤輸送サー
ビスは鉄道企業 1社により独占的に供給され，運賃は平
均費用価格に設定されている．行政は，通勤者の総効用
を最大化するような運行スケジュールを計算し，鉄道企
業にそれを実行させると仮定する．
企業は CBDにおいて業務活動を行う．この時資本レ
ントと賃金率を与件として費用最小化行動をとる．労働
時間の長さを一定値 H (分)とし企業内での時差は考え
ない．時差出勤施策の導入前の始業時刻は一時点 Sb で
あり，施策の導入後には従前の始業時刻 Sb (この企業を
「タイプ b」と呼ぶ)と，τ だけ早い始業時刻 Sa(≡ Sb−τ)
(この企業を「タイプ a」と呼ぶ) のどちらかを選択する
と仮定する．
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通勤者の遅刻や早退は許されておらず，鉄道所要時間
は利用時刻にかかわらず一定の ω (分)であるとする．ま
た，アクセス，イグレス時間は十分に短く，無視できる
ものとする．技術の同等性から，始業時刻が同じ企業は
同一の賃金水準 wk (k = a, b) を提示する．通勤者は，各
始業時刻から想定される通勤不効用と賃金水準をもとに，
どちらのタイプの企業で従業するかを自由に選択する．

(2) 通勤者の効用と鉄道企業の費用

始業時刻 Sk の企業に勤務する通勤者を記号 k = a, b(>
a) で表す．出社時刻が tg，退社時刻が tr の通勤者の自
宅出発時刻は tg − ω，帰宅時刻は tr + ω となるが，そ
の効用関数 PWk(wk, tg, tr) を次式のように定義する．

PWk(wk, tg, tr) = wk −R + Uk(tg) + Vk(tr) (1)

Uk(tg) = −(s(tg))η − c{Sb − (tg − ω)} (2)

Vk(tr) = −(s(tr))η − e{(tr + ω)− (Sa + H)}
(3)

R は一日あたりの鉄道運賃であり乗車時刻によらず一定
である．Uk(tg) は出勤時の，Vk(tr) は帰宅時の部分不効
用を表す．s(tg)は時刻 tg に都心に到着する列車の，s(tr)
は時刻 tr に都心を出発する列車の混雑度で，正数であり
s(t) = 1は定員輸送を意味する．η は混雑度に関する弾力
値であり，正の定数である．c > 0 (円/分)は自宅出発時
刻の早さに関する，e > 0 (円/分)は帰宅時刻の遅さに関
するスケジュール費用の勾配である．H (分)は労働時間
を表し，始業時刻によらず一定である．式 (2),(3)の右辺
第 2項はそれぞれ自宅出発時刻が早いことのスケジュー
ル費用，自宅帰宅時刻が遅いことのスケジュール費用を
表し，それぞれ最遅出社時刻 Sb，最早退社時刻 (Sa +H)
を基準に計測する．
鉄道企業の運行費用は，時点ごとの輸送力 u(t) の増加
関数である瞬間的な費用を積み上げたものであると仮定
する．出勤時間帯の輸送費用 TCg，帰宅時間帯の輸送費
用 TCr は次のようになる．

TCg =
∫ Sb

0

ζ0(u(t))ξdt (4)

TCr =
∫ ∞

Sa+H

ζ0(u(t))ξdt (5)

ここで，ξ > 1 は費用関数の弾力値であり，ζ0 は正の定
数である．平均費用価格形成がなされていると仮定すれ
ば，1人当たりの往復運賃 R は次式のようになる．

R =
TCg + TCr

N
(6)

(3) 企業の生産関数と賃金水準

始業時刻が Sk の企業をまとめて 1つの集計的企業と
考える．ある時刻の瞬間的生産関数を，Hendersonが用
いた，その時刻に都市内で業務を行っている従業者数を

取り入れた次の関数で表す 5)6)．これにより，時間的集
積の経済性を表現できる．

AK1−β
k Nβ

k N(t)α (7)

ここで Kk は資本，Nk は始業時刻が Sk である従業者
数，N(t)はその瞬間に都市で業務を行っている従業者数，
0 < α < 1 は時間的集積の経済性パラメータ，0 < β < 1
は労働の限界生産性パラメータ，A > 0 は技術水準パ
ラメータである．始業時刻が Sk の企業の 1日の生産量
fk(Nk) はこの式を始業時刻 Sk から終業時刻 Sk + H ま
で積分したものとなる．

fk(Nk) = AK1−β
k Nβ

k

∫ Sk+H

Sk

N(t)αdt (8)

ただし，N(t) は，

N(t) =





Na, t ∈ (Sa, Sb)

Na + Nb, t ∈ [Sb, Sa + H]

Nb, t ∈ (Sa + H,Sb + H)

(9)

である．
生産物をニュメレール財とする．企業は利益を資本レ
ント配当と雇用者賃金に配当する．企業は資本レント ν

と賃金率 wk を与件として費用を最小化するように資本
量 Kk と従業者数 Nkを決定する．一階の最適性条件は，

(1− β)
fk

Kk
− ν = 0, β

fk

Nk
− wk = 0 (10)

これらを式 (8)に代入し，wk について解けば，

wk = βA
1
β

(
1− β

ν

) 1−β
β

(∫ Sk+H

Sk

N(t)αdt

) 1
β

(11)

となる．いま，都市内で完全雇用が達成され，Na = rN，
Nb = (1− r)N が成立している状況を考える．このとき，
式 (9)に注意すると，2つのタイプの企業の賃金水準は以
下のように表される．

wa = w0

(
1− (1− rα)

τ

H

) 1
β

(12)

wb = w0

(
1− (1− (1− r)α)

τ

H

) 1
β

(13)

ただし，τ = Sb−Sa は始業時刻の時差，w0 = βA
1
β {(1−

β)/ν}(1−β)/βNα/βH1/β は一斉始業時の賃金水準で，一
定値を取る．

(4) 市場均衡と時差出勤の容易さ

今，r の割合の従業者が早い始業時刻 Sa を，(1 − r)
の割合の従業者が遅い始業時刻 Sb を選択する状況の安
定性を吟味する．各従業者は，r の割合に応じた式 (1)の
効用 PWa(r) と PWb(r)を比較し，PWa(r) > PWb(r)
ならば，始業時刻を Sa に変更するため，r は増加する．
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表 - 1 パラメータと時差出勤の容易さの関係

パラメータ 時差出勤の容易さ

α, w0, τ 小さいほど容易

β, H,N, c, e, η, ξ, ζ0 大きいほど容易

ν 関係なし

逆に，PWa(r) < PWb(r) ならば，始業時刻を Sb に変
更するため，r は減少する．このような選択が繰り返さ
れた結果，最終的にはどちらの始業時刻を選択しても効
用が変わらない均衡状態に落ち着く．

r が小さいほど始業時刻が Sa の従業者の出勤，帰宅
時の混雑度が低くなるため，部分不効用 Ua(r)，Va(r)は
緩和される．しかし，賃金水準 wa(r) は時間的集積の経
済性の仮定より， r が小さいほど低くなる．そのため，
r の変化が賃金水準の低下に及ぼす影響が小さく，出勤，
帰宅時の部分不効用の緩和効果が大きい場合には時差出
勤の導入が容易になる．
各パラメータの値が変化したとき，以上の 2つの影響

の大きさに着目して，時差出勤の導入が容易になるかど
うかを推測することができる．その結果を表 1に示す．1
行目のパラメータはその値が小さいほど，2行目のパラ
メータはその値が大きいほど時差出勤が容易になること
を表す．3行目のパラメータは時差出勤の容易さには影
響を及ぼさない．このように各パラメータ値の変化によ
る時差出勤の導入の容易さの変化の方向は分かるが，均
衡解の数がどのようになるかは分からない．

4. ダイナミカルシステム分析の考え方

本稿で使用するモデルでは通勤者の通勤行動や企業の
始業時刻決定行動において効用最大化原理に従うとして
いる．そのため，その均衡条件は最大値の条件を表す微
分方程式系で表現される．
微分方程式系から得られる均衡解の挙動に関する分析
は，ダイナミカルシステム (力学系)という分野で研究が
進んでいる 2)3)．ダイナミカルシステムでは，一旦その
点に落ち着くとそこから移動しない点を均衡点 (不動点)
と呼ぶ．均衡点は，涌きだし点，吸収点，鞍点，リミッ
トサイクルなどに分類される．
システムにパラメータが含まれるとき，その変化によっ
て均衡点の個数や種類 (位相)が変化し，システムの性質
が変化することがある．その変化の仕方を研究したのが
ダイナミカルシステムの分岐理論である．パラメータの
値に応じて均衡点が定まるが，これらの均衡点の中で個
数や安定性が変化する点を分岐点 (特異点) という．分岐
の形態には，サドルノード分岐，熊手型分岐，ホップ分
岐などがある．
本稿でも，パラメータの値の変化による均衡解の個数
を判定するために次のダイナミカルシステムを考える．

ṙ(t) = PWa(r,µ)− PWb(r,µ) ≡ g(r,µ) (14)

ただし，パラメータ集合 µ は

µ = µ(α, β, ν, w0, H, τ, c, e, η, ξ, ζ0, N)． (15)

式 (14)において，g(r∗(µ), µ) = 0 となる r∗(µ) が時
差出勤導入後の均衡解となるのは明らかである．
さらに，均衡解の安定性を求めることができる．つま

り，パラメータが µ のとき，r が均衡解 r∗ に収束する
(これを安定と呼ぶ)のか，発散する (不安定と呼ぶ)のか
が判別できる．g(r,µ) の r∗ でのヤコビ行列の固有値が
安定性を与える．固有値 λ(µ) は，

λ(µ) = gr ≡ ∂g

∂r
(16)

で与えられ，パラメータ µ の変化に対し安定性は

安定 if λ(µ) < 0 (17)

不安定 if λ(µ) > 0 (18)

安定性の交替 if λ(µ) = 0 (19)

で与えられる．安定性の交替が起こるとき，分岐が発生
する．これらの均衡解 r∗ を (µ, r) 軸の空間にプロット
することで位相の変化を表すことができる．これを分岐
図と呼ぶ．
以下の分析では，簡単化のためにパラメータ集合 µ の

うち，1つのみをパラメータとする余次元 1の 1次元ダ
イナミカルシステム問題を考え，その他のパラメータを
固定し定数として扱う．さらに，出勤時と帰宅時のスケ
ジュール費用の勾配は本来 c > e と考えられるが，簡単
化のために同一の c と設定する．これにより，出勤時と
帰宅時のパターンの対称性が保証される．

5. 分析結果

パラメータ値の変化により均衡解の数や安定性がどの
ようになるかを分岐図を用いて分析する．
時間的集積の経済性の大きさを表す α と労働力の限

界生産性の大きさを表す β は企業の産業類型によって
異なる．そのため，企業の時差出勤の導入インセンティ
ブはこれら 2つの値によって大きく異なる．そこで，こ
こでは α と β が時差出勤の実現可能性に与える影響
を例に分岐図を示す．残りのパラメータ値は，過去の実
証研究である列車選択ロジットモデル 10) の南海高野線
の推定値より η = 5.5，大阪市の地下鉄四ツ橋線を対象
とする費用構造分析 11) の推定値より c = 20(円/分)，
ξ = 2.9, ζ0 = 0.0028(円/分)と設定する．また，総従業
者数を N = 50, 000(人)，労働時間を H = 480(分)，始
業時刻の時差を Sb − Sa = τ = 30(分)，一斉始業時の賃
金を w0 = 20, 000(円)，資本レントを ν = 0.1 となるよ
うに設定する．
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図 − 1 時間的集積の経済性 α の分岐図

図 − 2 時差出勤が自動的に進むケースの効用

(1) 時間的集積の経済性を表す α をパラメータ

時間的集積の経済性 α をパラメータとして ṙ = g(r, α)
の数値計算を行い，分岐図を求めた．図 1はそれぞれ，a)
労働の限界生産性 β = 0.4，b) β = 0.9 として数値計算
を行った分岐図である．分岐図はどちらも熊手型となり，
αの値を 0から 1まで変化させると均衡解 r∗ の個数と安
定性が変化する．a)のケースにおいては 0 < α ≤ 0.09で

図 − 3 時差出勤が進む可能性があるケースの効用

図 − 4 一斉始業のみのケースの効用

は時差出勤が自動的に進み (安定均衡点が 1つ，r∗ = 0.5
)，5割の従業者が始業時刻を早める．この例として，α

を 0.05に固定し，始業時刻が 30分早い従業者の割合 r

を変化させながら，2つのタイプの賃金水準 wk と効用
PWk をプロットしたものが図 2である．賃金率の減少
に対して通勤不効用の緩和の効果が大きいため，従前の
始業時刻 (r = 0)のとき PWa > PWb であり，企業が
時差出勤を導入するインセンティブを持つ．結果として，
PWa = PWb となる r∗ = 0.5 が唯一の安定均衡解とな
り，時差出勤が浸透する．

0.09 ≤ α ≤ 0.2 では時差出勤が進む可能性がある (安
定均衡点が 3つ，r∗ = 0, 0.5, 1 )．この例として α = 0.15
とし，2つのタイプの賃金水準 wk と効用 PWk をプロッ
トしたものが図 3である．従前の一斉始業時 (r = 0)で
は PWa < PWb であり，企業は時差出勤を導入するイン
センティブを持たず，一斉始業にロックインされる．時
差出勤施策を進めるには，時刻別運賃などの施策により
短期的に始業時刻が早いタイプの効用 PWa が高くなる
ように差を設け，r が 0.08以上になるように誘導する必
要がある．r が 0.08を越えると PWa > PWb となり，企
業が時差出勤を導入するインセンティブを持ち，r∗ = 0.5
に落ち着く．

0.2 ≤ α < 1では一斉始業 (安定均衡点が2つ，r∗ = 0, 1
)のみが安定均衡解であり，このようなケースでは企業が
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時差出勤施策を導入するインセンティブを持たない．この
例として α = 0.9とし，2つのタイプの賃金水準 wk と効
用 PWk をプロットしたものが図 4である．通勤不効用
の緩和に対して賃金水準の減少率が大きく，0 ≤ r < 0.5
のときは PWa < PWb であり，0.5 < r ≤ 1 のときは
PWa > PWb である．そのため，r∗ = 0.5 は不安定な解
であり，企業が時差出勤を導入することはあり得ない．
ここで，パラメータの値が時間的に変化した場合を考
えよう．図 1a) の分岐図より，α の初期値が 0.09より小
さければ，α の値が大きくなっても r の値は初期の 0.5
から変化しないため，(不安定な解ではあるが)時差出勤
が継続される．一方，α の初期値が 0.09より大きければ，
α の値が大きくなっても一斉始業 (r = 0)から変化する
ことはなく，時差出勤は実現しない．値が小さくなる場
合は α = 0.09 を境に時差出勤が可能となり，r∗ = 0.5
となる．
同様に，b) β = 0.9 のケースにおいては 0 < α ≤ 0.42
では時差出勤が自動的に進み (図 2 のケース)，0.42 ≤
α ≤ 0.59 では時差出勤が進む可能性がある (図 3のケー
ス)．0.59 ≤ α < 1 では一斉始業となる (図 4のケース)．
以上から，表 1に示した，α の値が小さい方が時差出

勤が導入されやすいことを確認できるとともに，均衡解
の個数と安定性を明らかにできた．また，パラメータの
変化による実現可能解の推移を明らかにした．

(2) 労働力の限界生産性 β をパラメータ

次に労働力の限界生産性を表す β をパラメータとし
て，ṙ = g(r, β) の数値計算を行い分岐図を求めた．図
5 a) α = 0.4 の場合は β の値を 0から 1まで変化させ
ると，0 ≤ β ≤ 0.7 では一斉始業 (安定均衡点が 2 つ，
r∗ = 0, 1)しか実現しえない．0.7 ≤ β ≤ 0.9 では時差出
勤が進む可能性があり (安定均衡点が 3つ，r∗ = 0, 0.5, 1
)，0.9 ≤ β ≤ 1 では時差出勤が自動的に進むケース (均
衡点が 1つ，r∗ = 0.5)となる．

α を大きくして求めた分岐図では表 1 に示したとお
り，グラフ全体は右にシフトする．さらに，α = 0.6 と
した場合には，図 5 b) に示すように熊手の向きに変化
が起こり r∗ = 0, 0.5, 1 以外の安定均衡解を持つ状態が
存在する．このときの状況を見るために，β = 0.96 に
固定し，r を変化させながら，2つのタイプの効用 PWk

をプロットしたものが図 6 である．r の変化に対して
PWa と PWb の大小関係が 5回入れ替わる．これは，通
勤パターンが r = 0.26, 0.74 で変わるため，通勤不効用
の増減が変化するためである．このとき，安定均衡解は
r∗ = 0.02, 0.5, 0.98 の 3つであり，いずれも時差出勤の
実現が可能である．時差出勤がない r = 0 の状況から出
発すると r = 0.02 の時差出勤に自動的に落ち着く．

α = 0.9 としたときの分岐図は時差出勤が実現できる
安定均衡解が存在する領域がなくなり，β の値によらず
いかなる場合も時差出勤が進まない (図 5 c）．

図 − 5 労働力の限界生産性 β の分岐図

以上から β が大きいほど時差出勤が進む可能性がある
という表 1の結果が確かめられた．ただし，α の値が大
きすぎると，β が大きくても時差出勤が進まないことが
ある．

(3) その他のパラメータ

その他のパラメータについても同様に分岐図を求める
ことができる．基本的に 3. (4)の表 1の関係に従い，分
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図 − 6 複雑な均衡解が存在するケースの効用

岐図は図 1 もしくは図 5の形状を示すので，ここでは省
略する．

6. おわりに

本稿ではダイナミカルシステム分析を用いて，鉄道通
勤による 2始業時刻下での均衡解の個数と安定性につい
ての検討を行い，これらの形状の変化を明らかにした．そ
の結果，パラメータの変化方向によって，実現する均衡
解が限定されることも明らかになった．その意味で，こ
れまでの分析結果に対して，実現可能性をより詳しく考
慮できたことになる．しかしながら，数値計算を用いて
いることから均衡解の位置に誤差が生じている可能性が
ある．また，表 1のパラメータのうち，時差出勤の容易さ
に関係する ν 以外のものについて，複数のパラメータを

ダイナミカルシステム論による鉄道時差出勤パターンの分析

吉村　充功・奥村　誠

　時差出勤が普及するためには，企業にとって始業時刻を変更することにインセンティブが存在しなければ

ならない．鉄道通勤問題における始業時刻変更のインセンティブを考察するための理論モデルが永野，奥村，

小林 (1998) により開発されているが，限られたパラメータ値の組み合わせに対して時差出勤パターンが例示
されているに過ぎなかった．本研究はパラメータ値が連続的に変化する場合の時差出勤パターンの変化を分

析している．パラメータ値の変化が実現可能解の個数と安定性に与える影響について，ダイナミカルシステ

ム論の手法に基づく分岐図により考察した．

Dynamical System Analysis of Railway Commuting Pattern with Staggered Work Hours

Mitsunori YOSHIMURA and Makoto OKUMURA

If firms have no incentive to change work start time, they don’t use staggered work hours measures.
Nagano, et al. (1998) assumed that each firms in the city can choose work schedule out of two possible
points in time, and analyzed how many workers will start work earlier in the equilibrium. In this paper,
we utilize the dynamical system theory, and analyzed the relationship between parameter values and
equilibrium pattern in work start times. We observed equilibrium pattern and stability on bifurcation
diagram.

同時に動かした場合の検討を行っていく必要がある．
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