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　本論文では，道路と鉄道の 2つの手段で通勤が可能な一次元空間上の都市を対象として，社会的通勤費

用を最小化する混雑料金，コードンラインの設定および各手段の分担率の空間的分布を検討するための最

適制御モデルを提案する．ピークロードプライシングが一切実施されないケース，コードンラインより郊

外から通勤する道路利用者にのみ混雑料金を課金するケース，鉄道通勤者に乗車駅に応じて異なる混雑料

金を課すシステム最適ケースのそれぞれについて，最適解が満足すべき条件を吟味するとともに，数値計

算を通して，それぞれのケースを比較する．
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1. はじめに

近年，都市部の交通混雑問題を解決するため，様々

な交通需要管理 (TDM)施策が社会実験，本格実施さ

れている．中でも，ピークロードプライシング (Peak-

Load Pricing)施策は，時差出勤など他の TDM施策の

ように利用者・企業に導入を奨励するのとは異なり，

利用者に直接混雑料金を課金することにより，交通

手段，時刻の変更を促すため，大きな効果が期待さ

れている．しかしながら，混雑料金の金額，時間帯

などを適切に設定しなければ，かえって状況を悪化

させる可能性がある 1)．また，ピークロードプライ

シングを実施した場合，利用者は料金・コードンラ

インの設定，代替交通手段のサービス水準によって

代替手段に交通手段を変更する可能性がある．この

ように，ピークロードプライシングを実施する際に

は，代替交通手段を含めた上で，どこにコードンラ

インを設定し，どのぐらいの混雑料金を課金すべき

かを明らかにする必要がある．

本論文では，以上の視点に立ち，道路と鉄道の 2つ

の交通手段で通勤が可能な一次元空間上の都市を対

象に，社会的通勤費用を最小化する混雑料金の課金

方法について，明らかにする．

2. 既往の研究の概要

複数交通機関を扱ったピークロードプライシング

の理論研究として，Tabuchiは 1ODペアの自動車通

勤問題に対し，代替手段としての鉄道を考え，鉄道

の限界費用を一定とした場合の機関分担率を理論的

に求めている．さらに，社会的通勤費用を最小化す

る自動車混雑料金の設定額について明らかにしてい

る 2)．Danielis and Marcucciは，この考えを拡張し，鉄

道運賃に限界費用価格，平均費用価格を設定した分

析を行っている 3)．

Arnottらは，古典的な都市交通経済学の枠組みを

応用し，道路に混雑料金を課金した際に，最適とな

る道路と鉄道の施設容量，鉄道の運賃を求めるとい

う次善最適問題を扱うことを試みた 4)。

吉村らは，フレックスタイム制とピークロードプ

ライシング施策を組み合わせ，自動車と鉄道の双方

を考慮した最適な通勤・始業時刻分布を分析できる

理論モデルの構築を試みている 5)．

ところで，混雑料金を賦課した場合，交通管理者に

1



Z

z

0

1 ( /km)

図 − 1 仮想する都市形態

は混雑料金収入が発生する．混雑料金収入の用途と

しては，運用のための必要経費に利用するほか，交通

施設整備や交通環境の改善のために利用するといっ

たことが考えられている．さらに，施策により利用

交通機関の転換が起こることが見込まれることから，

代替交通機関の整備に充てることも検討されている
6)．

吉村らは，機関分担下で混雑料金収入を直接通勤

者に還元することを仮定した分析を行い，鉄道通勤

者への賦課・還元スキームが，通勤不効用を大きく改

善し，かつ自動車通勤者数が減少する可能性を示し

た 7)．

以上の研究は問題を空間的に扱っていないため，居

住地域が空間的に広がっている場合に，ピークロード

プライシングがどのような影響をもたらすかといっ

た分析ができない．

一方，自動車交通を対象に，一次元空間上の最適

コードンプライシングを決定する問題として，Mun

らの研究がある 8)．Munらは，最適コードンプライ

シングにより，コードンより都心側に位置する居住

者のトリップ費用は低下し，郊外側の居住者のトリッ

プ費用が増加することを理論的に明らかにしている．

また，Verhoefは，Munらのモデルを改良し，人口分

布と労働力を内生化した次善コードンプライシング

問題を分析している 9)．

本研究では，以上の複数交通機関を扱った研究，お

よび自動車交通を対象とする一次元空間上のピーク

ロードプライシング研究を参考に，道路と鉄道の 2

交通手段が存在する一次元空間上に分布する都市に

対し，ピークロードプライシングを導入した場合に

満足すべき最適性条件を導出する．

3. モデルの定式化

(1) モデル化の前提条件

モデル化にあたって，以下の仮定をおく．

• 都市は広がりをもたない都心 (CBD)0から都市

の境界 Z(km)まで，z軸上の一次元空間で構成

されるとする (図-1)．

• すべての通勤者は，一次元空間上に一様に居住
し，その人口分布を 1(百人/km)と基準化する．

また，人口移動は考えない．

• 一次元空間上には道路と鉄道が整備され，すべ
ての通勤者は 2つの通勤手段のどちらかを用い

てCBDに通勤するとする．ただし，鉄道駅は無

限にあると考え，鉄道利用者は自宅前から鉄道

に乗車できると仮定する．

• 通勤者の CBDに到着する時刻は，いずれの手

段を用いた場合でも同じであり，通勤者はその

時刻に CBDに到着するように自宅出発時刻を

決定する．

• 道路容量，鉄道車両定員とも容量の限界は考え
ない．

• すべての通勤者は等質と考える．

(2) 通勤不効用の定式化

(a) 道路利用者の通勤不効用

zに居住する自動車通勤者の通勤不効用 Uc(z)を次

式で定義する．

Uc(z) = bz+ e
∫ z

0
N(w)ξdw (1)

b, e, ξ(> 1)はそれぞれ定数である．右辺第 1項は自

由速度時の所要時間に関する不効用，第 2項はこの

通勤者が zから 0まで走行する間に受ける道路混雑

による不効用であり，ある微小区間 ∆wの混雑度は，

その空間の利用人数 N(w)に依存するとする．このと

き，N(z) は zより郊外側の自動車通勤者数を表して

おり，次式で表される．

N(z) =

∫ Z

z
nc(w)dw (2)

ただし，nc(w)は地点wに居住する自動車通勤者数で

ある．

以上より，

U̇c(z) = b + eN(z)ξ = 0 (3)

Üc(z) = −eξN(z)ξ−1nc(z) 5 0 (4)
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となり，Uc(z)は zに関し，上に凸の増加関数である．

ただし，U̇c(z) ≡ dUc(z)/dz, Üc(z) ≡ d2Uc(z)/dz2である．

(b) 鉄道利用者の通勤不効用

同様に，zに居住する鉄道通勤者の通勤不効用Ur (z)

を次式で定義する．

Ur (z) = az+ c
∫ z

0
M(w)ζdw + ω (5)

a, c, ζ(> 1)はそれぞれ定数であり，a < bとする．右

辺第 1項は所要時間に関する不効用，第 2項はこの通

勤者が zから 0まで乗車する間に受ける車内混雑に

よる不効用であり，ある微小区間 ∆wの混雑度は，そ

の空間の乗車人数M(w)に依存するとする．第 3項は

鉄道輸送の固定費用に関する運賃であり，利用人数，

乗車駅にかかわらず一定とする．このとき，M(z)は

zより郊外側の鉄道通勤者数を表しており，次式で表

される．

M(z) =

∫ Z

z
nr (w)dw (6)

ただし，nr (w)は地点wに居住する鉄道通勤者数であ

り，定義より nr (z) + nc(z) = 1である．

以上より，

U̇r (z) = a + cM(z)ζ = 0 (7)

Ür (z) = −cζM(z)ζ−1nr (z) 5 0 (8)

となり，Ur (z)は zに関し，上に凸の増加関数である．

(3) 社会的通勤費用の定式化

前節の通勤不効用の定義を用いると，都市全体で

の総通勤費用，すなわち社会的通勤費用SCは，次式

で定義できる．

SC=

∫ Z

0
[Uc(z)nc(z) + Ur (z)nr (z)] dz (9)

4. 施策別社会的通勤費用最小化問題

(1) 利用者均衡問題

本節では，通勤者の行動に任せた場合に実現する

状況 (利用者均衡問題)について分析する．

(a) 前提条件

各通勤者は 2つの交通手段の通勤不効用を比較し，

不効用の小さい交通手段を必ず選択する．すなわち，

通勤者はすべて等質であるという仮定より，混雑料

金施策による利用者コントロールがない場合，次式

が成立する．

nr (z) =



0 if Uc(z) < Ur (z)

0 ∼ 1 if Uc(z) = Ur (z)

1 if Uc(z) > Ur (z)

(10)

式 (10)は，zに居住する通勤者に関して，Uc(z) < Ur (z)

ならば自動車を，Uc(z) > Ur (z)ならば鉄道を利用する

ことを意味する．

ここで，b , a，ξ , ζ とすると，混雑料金による利

用者コントロールがない場合，Uc(z) = Ur (z)が z軸に

対し，連続的に成り立つとは考えにくい．そこで以

下では，鉄道通勤が固定費用 ωを必要とすることか

ら，z∗より都心側に居住する通勤者は自動車を，郊外

側に居住する通勤者は鉄道を利用すると仮定し，分

析を進める．

(b) 実現可能解

仮定より，郊外側累積通勤者数 N(z), M(z)は次式で

計算される．

N(z) =

∫ z∗

z
1dw = z∗ − z z∈ [0, z∗] (11)

M(z) =

∫ Z

z
1dw = Z − z z∈ [z∗,Z] (12)

また，各通勤不効用 Uc(z), Ur (z)は次式で計算され

る．

Uc(z) = bz+
e

ξ + 1

[
z∗

ξ+1 − (z∗ − z)ξ+1
]

(13)

Ur (z) = az+ c (Z − z∗)ζ z∗ + ω

+
c

ζ + 1

[
(Z − z∗)ζ+1 − (Z − z)ζ+1

]
(14)

仮定より，z = z∗ のとき，Uc(z∗) = Ur (z∗)となる．

e
ξ + 1

z∗
ξ+1 − c (Z − z∗)ζ · z∗ + (b− a) z∗ − ω = 0 (15)

方程式 (15)の解 z∗は，利用者均衡問題における自動

車通勤者と鉄道通勤者の切り替え点となる．

なお，式 (15)の左辺を f (z∗)とおくと，

d f
dz∗

= ez∗
ξ

+ c (Z − z∗)ζ−1 [
(ζ + 1) z∗ − Z

]
+ b− a (16)

となるので，z∗ = Z/(ζ + 1)のとき，解の唯一性が保

証される．
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社会的通勤費用 SCeは次式で表される．

SCe =

∫ z∗

0
Uc(z)dz+

∫ Z

z∗
Ur (z)dz

=
b
2

z∗
2

+
e

ξ + 2
z∗

ξ+2
+

a
2

(
Z2 − z∗

2)
+ ω (Z − z∗)

+c (Z − z∗)ζ+1
[
z∗ +

1
ζ + 2

(Z − z∗)
]

(17)

(2) コードンプライシング問題

次に，コードンラインより郊外から自動車で通勤

する利用者に混雑料金を課金する状況 (コードンプラ

イシング問題)について分析する．

コードンライン zcを通過する際に，一律 µ(円)課金

するとすると，課金された自動車通勤者の通勤不効

用 Uc
c(z)は Uc

c(z) = Uc(z) + µ, z ∈ [zc,Z]となる．すなわ

ち，利用者均衡問題と同様に，Uc(z) = Ur (z), z ∈ [0, zc)

もしくは Uc
c(z) = Ur (z), z ∈ [zc,Z] が z軸に対し，連続

的に成り立つとは考えにくい．そのため，zo より都

心側に居住する通勤者は自動車を，郊外側に居住す

る通勤者は鉄道を利用すると仮定し，分析を進める．

ところで，混雑料金は利用者にとっては支出となる

が，社会的に見れば収入となるため，社会的通勤費

用ではキャンセルアウトする．そのため，社会的通勤

費用を最小化するコードンプライシング設定は，式

(17)を最小化する z∗ を決定する問題と同値である．

このとき，最適切り替え点 z∗ = zoについて，次式が

成立する．

∂SC
∂zo

= ezo
ξ+1 − c (ζ + 1) zo (Z − zo)ζ + (b− a) zo − ω

= 0 (18)

なお，式 (18)の左辺を f (zo)とおくと，

d f
dzo

= e(ξ + 1) zoξ + c (ζ + 1)

× (Z − zo)ζ−1 [
(ζ + 1) zo − Z

]
+ b− a (19)

となるので，zo = Z/(ζ + 1)のとき，解の唯一性が保

証される．

以上より，コードンプライシング µは，最適切り替

え点 zoにおいて，Ur (zo) = Uc
c(zo)(= Uc(zo) + µ)となる

ように課金する必要がある．これは，コードンライ

ン zc において，混雑料金 µ(円) を課金することによ

り達成できる．コードンラインは zc ∈ [0, zo] の区間

内であれば，位置に関係なく同じ効果を持つことに

なる．

社会的通勤費用 SCoは次式で表される．

SCo =

∫ zo

0
Uc(z)dz+

∫ Z

zo
Ur (z)dz

=
b
2

zo2
+

e
ξ + 2

zoξ+2
+

a
2

(
Z2 − zot2

)
+ ω (Z − zo)

+c (Z − zo)ζ+1
[
zo +

1
ζ + 2

(Z − zo)

]
(20)

(3) システム最適問題

(鉄道ピークロードプライシング問題)

本節では，鉄道通勤者に混雑料金を付加する状況

を分析する．

(a) 定式化

鉄道通勤者に混雑料金を賦課する場合，IC型乗車

券などを利用することにより，乗車区間に応じ異な

る混雑料金を設定することが可能である．そこで，社

会的通勤費用を最小化するように，通勤者ごとに異

なる混雑料金 µ(z)を設定する問題を考える．このと

き，自動車と鉄道の不効用差Uc(z)−Ur (z)と同額の混

雑料金 µ(z)を課金すると，自動車，鉄道のどちらを

利用しても最終的な不効用を等しくすることができ

る．そのため，社会的通勤費用最小化問題 (システム

最適問題) は，以下のように鉄道利用者数 nr (z) を制

御変数とする不等式制約最適制御問題として定式化

できる．

min
nr (z)

SC=

∫ Z

0
[bz+ eK(z) + {az+ cL(z) + ω

−bz− eK(z)}nr (z)] dz (21a)

s.t. K̇(z) = N(z)ξ (21b)

L̇(z) = M(z)ζ (21c)

Ṅ(z) = nr (z) − 1 (21d)

Ṁ(z) = −nr (z) (21e)

g1(z) = −nr (z) 5 0 (21f)

g2(z) = nr (z) − 1 5 0 (21g)

K(0) = 0, L(0) = 0,N(0) + M(0) = Z (21h)

N(Z) = 0,M(Z) = 0 (21i)

ただし，K(z) =
∫ z

0
N(w)ξdw, L(z) =

∫ z

0
M(w)ζdwであ

る．社会的通勤費用 (21a)は汎関数，式 (21b)-(21e)は

それぞれ状態変数 K(z), L(z),N(z),M(z) の定義式に対

する状態方程式である．式 (21f), (21g)は鉄道利用者

数 nr (z)に関する物理的制約条件である．式 (21h)は
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状態変数の初期条件，式 (21i)は状態変数の終端条件

である．

本問題は，不等式制約最適制御問題として，最適

性条件を導くことができる 10)．

(b) 最適性条件

最適制御問題 (21)に対して，ハミルトニアン H(z)

を次のように定義する．

H(z) = bz+ eK(z) + {az+ cL(z) + ω − bz− eK(z)}nr (z)

+ψ1(z)N(z)ξ + ψ2(z)M(z)ζ

+ψ3(z) (nr (z) − 1) − ψ4(z)nr (z) (22)

ただし，ψ1(z)-ψ4(z)はそれぞれK(z), L(z), N(z), M(z)に

対応する随伴変数である．

最適性条件より，以下の式が成立する．

ψ̇1(z) = −HK = −e(1− nr (z)) (23a)

ψ̇2(z) = −HL = −cnr (z) (23b)

ψ̇3(z) = −HN = −ξψ1(z)N(z)ξ−1 (23c)

ψ̇4(z) = −HM = −ζψ2(z)M(z)ζ−1 (23d)

Hnr (z) + λ1(z)g1nr (z) + λ2(z)g2nr

= az+ cL(z) + ω − bz− eK(z) + ψ3(z) − ψ4(z)

−λ1(z) + λ2(z)

= Ur (z) − Uc(z) + ψ3(z) − ψ4(z)

−λ1(z) + λ2(z) = 0 (23e)

ただし，HK ≡ ∂H(z)/∂K(z) である．λ1(z), λ2(z) は式

(21f), (21g)に対応するベクトル値関数であり，次式

を満足する．

λi(z) = 0, λi(z)gi(z) = 0, i = 1,2 (24)

式 (23e)は λ1(z) = λ2(z) = 0,すなわち，nr (z) , 0,1

のとき，鉄道利用者と自動車利用者の平均不効用の

差が，それぞれの限界不効用の差と一致することを

意味する．

最適性条件 (23)を整理しまとめると，社会的通勤

費用を最小化する鉄道利用者数 nr (z)は，nr (z) , 0,1

のとき，nr (z)の不連続点を除き次式を満足する．

cζ (1 + ζ)

[∫ Z

z
nr (w)dw

]ζ−1

nr (z)

= eξ (1 + ξ)

[∫ Z

z
(1− nr (w)) dw

]ξ−1

(1− nr (z)) (25)
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図 − 2 利用者均衡下における通勤不効用

以上より，社会的通勤費用を最小化する鉄道利用

者数 nr (z)は，nr (z) = 0, nr (z) = 1,式 (25)を満足する

nr (z)の組み合わせとして求めることができる．

システム最適解における社会的通勤費用 SCoptは，

式 (25)を満足する nr (z)に基づいて，式 (21a)より計

算できる．また，各ケースにおける社会的通勤費用

の大小関係について，次式が成立する．

SCe > SCo = SCopt (26)

5. 数値計算例

前章において導出した各施策下において達成され

る状況を比較するため，数値計算を行う．

各係数値を以下のように設定する．a = 130(円/km),

b = 150(円/km), c = 0.05(円), e = 0.05(円), ξ = 2.5,

ζ = 1.5,ω = 300(円), Z = 20(km)．

(1) 利用者均衡下における実現解

利用者均衡下における自動車と鉄道の利用切り替

え点は z∗ = 11.7(km)となる．このとき，各通勤者 zの

自動車，鉄道利用時の通勤不効用は図−2のとおりと

なり，z∗より都心側の通勤者は自動車を，郊外側の通

勤者は鉄道を利用して通勤する．また，社会的通勤

費用は SCe = 3,058,551(円)である．

(2) コードンプライシング下における最適解

コードンプライシング実施時の最適な自動車と鉄

道の切り替え点は zo = 9.75(km)となり，利用者均衡

下と比較して z = [9.75,11.7](km)の居住通勤者にとっ

ては，自動車通勤による不効用が鉄道通勤による不

効用を上回るため，自動車通勤から鉄道通勤に利用
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図 − 3 最適コードンプライシング下における通勤

不効用

交通手段を変更する．このとき，各通勤者 zの自動

車，鉄道利用時の課金額を除いた通勤不効用は図 −3

のとおりである．

z = [0,9.75](km)のいずれか 1点 (zc)にコードンラ

インを設定し，混雑料金を µ = 81(円)に設定すると，

zcより郊外の自動車通勤者の最終的な通勤不効用は，

混雑料金 µだけ上にシフトする．その結果，zoより郊

外の通勤者は鉄道通勤を選択する．zc = 5(km)に設定

した場合の各通勤者 zの通勤不効用を図 −4に示す．

また，社会的通勤費用SCo = 3,043,216(円)となり，

利用者均衡時と比較して，15,335(円)の不効用の改善

効果がある．

(3) システム最適下における最適解

前章で求めた，最適制御問題の最適性条件は，必

要条件である．そこで，zに沿った鉄道利用者数 nr (z)

を，nr (z) = 0, nr (z) = 1, 式 (25)を満足する nr (z) の

いずれかとして，その組み合わせとして数値計算に

より求めた．その結果，システム最適解は，コード

ンプライシング時と同じく，nr (z) = 0, z ∈ [0,9.75],

nr (z) = 1, z ∈ [9.75,20]となる．また，社会的通勤費用

SCopt = 3,043,216(円)となる．

この解を実現するには，z = [9.75,11.7](km)の鉄道

通勤者に，自動車通勤による不効用を下回るように，

料金を還元する必要がある．

このように，コードンプライシングと，鉄道混雑

料金による最適解が一致する場合，どちらの方式に

よってピークロードプライシングを実施しても，同

様の効果を得ることができる．
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図 − 4 コードンプライシングの設定例と通勤不効用

6. おわりに

本論文では，道路と鉄道の 2交通手段が利用でき

る一次元空間上の都市を対象に，無課金状態，道路

通勤者に対してコードンプライシングを実施した状

態，鉄道通勤者に乗車区間に応じた混雑料金課金を

実施した状態 (システム最適)の各ケースにおける最

適解が満足する条件を導出した．

また，数値計算により各ケースにおける社会的通

勤費用を計算し，混雑料金課金によりどの程度社会

的通勤費用が節約できるのか，また，利用交通手段の

分担率がどのように変化するかを明らかにした．そ

の結果，コードンプライシングによりシステム最適

解と同様の結果が得られるケースがあることを明ら

かにした．

本論文では様々な仮定を設けている．そのため，今

後の課題として，居住場所の変更を認めたり，交通機

関の交通容量を考慮したり，人口分布が CBDからの

距離に応じて異なるようなケースに問題を拡張する

必要がある．また，数値計算に用いた各係数値の大

きさを実証分析により求める必要がある．
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